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Resum 
El principal objectiu d’aquest projecte es basa en l’estudi de la viabilitat de la incorporació 
d’un control d’estabilitat imposat per un fre diferencial en el tren posterior en un cotxe de 
tracció posterior. El vehicle en el que és valorarà la seva utilització és en un monoplaça de 
competició de la Formula Student, la primera utilització d’aquest sistema va aparèixer en les 
competicions l’any 1997 en la Formula 1, on el mateix any es va prohibir. 
La planta del vehicle s’ha realitzat mitjançant el model de la bicicleta però amb alguns factors 
correctors per aconseguir uns resultats més reals. Aquesta s’ha introduït en el Simulink, el 
mateix programa ha permès extreure els resultats amb la utilització i sense del fre 
diferencial, el qual ha donat resultats suficients per a poder valorar-ne la seva imposició. 
Després de observar els beneficis que comporta la seva utilització, s’ha vist que quasi no 
afecta al comportament del vehicle. Aquest fet és degut principalment a dos factors: 
 La utilització d’uns pneumàtics sobredimensionats per a les sol·licitacions 
demanades pel vehicle en aquesta competició. 
 La funcionalitat d’aquest sistema, no era només la utilització d’aquest sistema en el 
pas per corba sinó també en la sortida com una adaptació d’un diferencial actiu. 
Aquesta aplicació en els monoplaces de Formula 1 era beneficiosa, però en el 
monoplaça en el que s’ha fet l’estudi ja incorpora un diferencial actiu degut a que 
incorpora un motor independent per a cada roda. 
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1. Glossari 
V Velocitat 
ω Velocitat angular 
   Angle de gir de les rodes 
L Llum entre eixos 
l1 Distància eix davanter - CdG 
l2 Distància eix posterior -  CdG 
M Massa 
R Radi de la corba 
ρ Pneumatic trail 
    Roll steer davant 
    Roll steer posterior 
hd Altura centre balanceig davant 
hp Altura centre balanceig posterior 
     Rigidesa a balanceig davant 
      Rigidesa a balanceig posterior 
Mb Moment de balanceig 
b Ample de vies 
     Rigidesa en corba davant 
     Rigidesa en corba posterior 
FpX Força frenada roda interior posterior 
    Angle de deriva davanter 
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    Angle de deriva posterior 
β Angle de deriva del vehicle 
K Coeficient de subviratge o estabilitat 
KMa Coeficient d’estabilitat del Moment d’auto alineament 
KRs Coeficient d’estabilitat del Roll steer 
Wd Pes davanter 
Wp Pes posterior 
W Pes total 
Ms Massa suspesa 
Mnsd Massa no suspesa davant 
Mnsp Massa no suspesa posterior 
hmnsd Altura CdG massa no suspesa davant 
hmnsp Altura CdG massa no suspesa posterior 
     Força aerodinàmica a l’eix davanter 
     Força aerodinàmica a l’eix posterior 
     Força aerodinàmica total 
SCL Coeficient de sustentació aerodinàmica estandarditzat 
    Densitat de l’aire 
      Variació de la força en l’eix z del tren davanter 
      Variació de la força en l’eix z del tren posterior 
ay Acceleració en g’s laterals 
    Força deguda a l’acceleració normal 
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2. Prefaci 
2.1. Origen del projecte 
Aquest projecte té origen en el equip Formula Student de L’ETSEIB Motorsport, del qual 
n’he estat membre dos anys consecutius. En aquesta competició s’estan incorporant cada 
vegada més innovacions tecnològiques, algunes fins i tot que estan prohibides per 
normativa en la Formula 1. L’any anterior, es va dissenyar un control de tracció i d’estabilitat 
però no es va comptar amb l’opció d’imposar també un fre diferencial en el tren posterior.  
2.2. Motivació 
Recau en la possibilitat de millorar el comportament del formula, el qual podria utilitzar 
aquest programa en el cas que fos útil. També té importància el fet d’augmentar els meus 
coneixements en els aspectes dinàmics del vehicle, i entendre el motiu per el qual van voler 
utilitzar aquest sistema en anterioritat a la Formula 1. 
2.3. Requeriments previs 
Els coneixements necessaris per a realitzar aquest projecte són bàsicament una bona base 
de dinàmica del vehicle i de diagrames de blocs o dinàmica de sistemes. Al utilitzar-se el 
Simulink, també s’ha requerit saber utilitzar el Software del Matlab. 
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3. Introducció 
Aquest projecte s’ha basat en la viabilitat de la utilització d’un control dels frens posteriors 
per separat per tal de millorar el pas en corba. El monoplaça en el qual s’ha format l’estudi 
és en el CAT07e, el vehicle presentat per l’equip ETSEIB Motorsport en la Formula Student 
la temporada 2013-2014. 
Aquest estudi es realitzarà mitjançant simulacions amb el programa Simulink. En la 
temporada passada ja es va dissenyar un control d’estabilitat controlat per parells positius en 
els motors però no es va estudiar la possibilitat d’aplicar-ne el control amb parells negatius. 
Aquest estudi però es realitzarà exclusivament en el transcurs estacionari en corba sense 
tenir en compte les acceleracions longitudinals. 
3.1. Objectius del projecte 
Aquest projecte es basarà en l’estudi del sistema de frenada utilitzat l’any 97 per l’equip 
McLaren en el seu Monoplaça MP4/12s de Fórmula 1. 
També es compararà amb els diferents sistemes utilitzats en l’actualitat que tenen aquesta 
mateixa funció. 
3.2. Abast del projecte 
Si aquest sistema es podés aplicar en el vehicle amb el que participa l’ETSEIB Motorsport i 
incorpores millores, es faria un sotware per a la seva possible incorporació en el vehicle del 
següent any. 
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4. Estudi dels diferents sistemes de control 
d’estabilitat  
4.1. Brake steer 
Aquest sistema es basava en la utilització d’un segon pedal de fre, que actuava en les rodes 
interiors des de mitja corba fins a la sortida d’aquesta per tal d’ajustar la traçada del cotxe i 
realitzar una traçada més ràpida. Aquest sistema era totalment directe i controlat pel peu del 
pilot. El mateix any es va prohibir la utilització d’aquest sistema degut a les queixes d’altres 
equips, però es va veure ràpidament que era beneficiós. 
El Gran Premi d’Europa, el fotògraf Darren Heath va poder fotografiar-ne la pedalaria. On és 
va veure clar el sistema utilitzat que provocava el color vermell en els discs de fre de fibra de 
carboni a la sortida de les corbes, on estaven clarament accelerant. 
 
Fig. 4.1 Pedaleria del McLaren MP4/12s 
Aquest sistema és molt semblant als que podem trobar en tractors de granja a partir dels 
anys 60. Aquests però solen tenir dos pedals, un per a cada banda, en cas de que no es 
vulguès utilitzar aquest sistema com seria el cas en vies ràpides, aquests dos pedals es fan 
solidaris i el fre actua igual en els dos circuits hidràulics. El principal motiu pel qual es va 
aplicar aquest sistema en aquests tipus de vehicles però és molt diferent al de la Formula 1. 
El seu objectiu era el de poder controlar la trajectoria del tractor mentres estava treballant en 
el camp, degut a que les rodes de davant perdien força de contacte amb el terra i eren poc 
efectives per dirigir-lo. 
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El sistema no té molta complexitat per la banda tècnica, però vist des de la posició del pilot 
podria significar un gran augment de feina. Els pilots de McLaren d’aquella època David 
Coulthard i Mika Hakkinen però van sentir-se confortables ràpidament amb aquest sistema. 
Ells però només l’utilitzaven des de mitja corba fins a la sortida, durant l’acceleració, temps 
en el que el peu esquerra no era utilitzat. 
Aquest sistema va ser prohivit després de la primera cursa de 1998 d’Àustria, en la que els 
McLaren van dominar. El Mp4/13s però va continuar dominant després de eliminar aquest 
sistema de frenada i va guanyar 9 curses i els dos títols mundials.  
4.1.1. Sistema hidràulic/mecànic 
Aquest segon pedal de fre actuava sobre una única línia de fre posterior, i era totalment 
independent del pedal de fre general, únicament compartien una de les dos línies de fre del 
tren posterior. Quan aquest pedal no estava pres, era només una via lliure en la qual el 
cilindre mestre actuava. Aquest sistema era realment barat per a tractar-se d’un sistema 
utilitzat en la Formula 1, aproximadament d’uns 250€. 
 
Fig. 4.2 Esquema hidràulic sistema frens 
Aquest fet era el motiu pel qual els enginyers havien de decidir a l’inici de cada Gran Premi 
en quina de les dos rodes del eix posterior actuar, evidentment l’elecció depenia de la 
naturalesa del circuit. Això comportava que en algunes corbes el sistema no es podes 
utilitzar, per exemple en girs d’esquerra si el sistema actuava en l’interior dreta. 
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McLaren però tenia un pla per a solucionar aquest inconvenient en el MP4/13 del 1998. La 
millora consistia en un aparell selector que permetia al conductor canviar la banda en la que 
actuava. Consistia en una vàlvula electrònica que el mateix conductor podia operar i així 
escollir en quina de les rodes aplicar la frenada d’aquest tercer pedal. 
Aquesta vàlvula electrònica però podria contradir la normativa, en la que es deia que l’única 
força que podia ser aplicada en el sistema de frens era per mitja del peu del pilot. McLaren 
però va trobar la manera de raonar el seu compliment amb aquesta norma, ells deien que el 
conductor controlava aquesta vàlvula mentre anava en línia recte i que per tant no hi havia 
cap força afegida durant la frenada.  
 
Fig. 4.3 Esquema hidràulic sistema frens amb electrovàlvula 
4.2. Parell Vectorial i ESP 
El parell vectorial és l’acció d’introduir un moment de guinyada en el vehicle aplicant diferent 
parell a cada roda. Actualment existeixen diferents sistemes per a implementar-ho en els 
vehicles, en els de combustió per exemple la utilització de diferencials electrònics o un 
control individual dels frens. Un diferencial electrònic és més eficient, però te l’inconvenient 
d’un augment de pes i també de costos, ja que el fre diferencial sol utilitzar el mateix sistema 
de l’ABS per a controlar els frens. 
En els vehicles elèctrics aquest sistema és més fàcil d’utilitzar, ja que en la majoria de casos 
tenen un motor per a cada una de les rodes motrius, ja sigui amb el motor a roda o quan 
aquests formen part de les masses suspeses. 
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En tots dos casos és requereixen un seguit de sensors per a poder controlar aquest sistema 
de forma òptima, aquests són bàsicament: 
- Velocitat del vehicle 
- Velocitat de cada una de les rodes 
- Angle de volant  
- Acceleròmetres laterals  
- Velocitat de guinyada. 
Aquest sistema a diferència del ESP, s’utilitza quan el vehicle encara està sota control i just 
quan es comença a perdre l’estabilitat durant el gir entre en joc el ESP. En la següent figura 
es pot observar quin paper té cada un d’aquests sistemes. 
 
Fig. 4.4 Comparació Parell vectorial i ESP 
El control d’estabilitat o ESP actua únicament en els frens, controlats individualment a cada 
roda. Aquest utilitza els mateixos sensors que el parell vectorial i el seu principi és el mateix, 
controlar l’angle girat pel vehicle aplicant un moment de guinyada. El fet de que només actuï 
en els frens fa que ajudi a tenir control sobre l’angle però no permet incrementar la seva 
velocitat de la mateixa manera que el parell vectorial, el qual també té control sobre el parell 
positiu del motor. 
4.3. Brake-by-wire 
Aquesta temporada (2014) en la Formula 1 s’ha incorporat un nou sistema de frenat 
exclusivament en el tren posterior. Aquest consisteix en la combinació del sistema de frens 
elèctrics (KERS) amb els hidràulics. El conjunt és controlat pel pilot mitjançant el pedal de fre 
però conté un sensor que envia la senyal a una ECU la qual s’encarrega de repartir el fre 
entre ambdós sistemes. Aquest repartiment es du a terme mitjançant una servovàlvula i una 
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bomba hidràulica que és controlada per la anterior ECU, que permet controlar la pressió 
hidràulica del tren posterior i el parell resistent del motor elèctric. A continuació es pot veure 
un esquemàtic del sistema: 
 
Fig. 4.5 Esquema del sistema de frens dels Formula 1 (2014) 
Gràcies a la seva aplicació els monoplaces han millorat en eficiència i en seguretat. La 
possibilitat de fer actuar els motors elèctrics com a un fre diferencial, ha substituït en part la 
feina dels diferencials actius. També ha donat la possibilitat de obtenir un repartiment de 
frenada entre eixos més controlat. Segons un estudi fet a la revista Race Tech, en 
temporades anteriors el repartiment de frenada hidràulic entre eixos era d’entre un 65-68% a 
favor del tren davanter, i actualment aquest valor es troba entre un rang més ampli de 
valors, entre 74-100%. 
Aquesta innovació en la servovàlvula és deguda en part a l’augment de la potència elèctrica 
a la qual s’han vist obligats a imposar degut a la reglamentació d’aquesta nova temporada. 
Els canvis que afecten a aquesta situació són bàsicament: 
 Limitació de 100kg de combustible per carrera, anteriorment il·limitat. 
Aproximadament un 37% menys, encara que també s’ha reduït la potència i consum 
dels nous motors de combustió. 
 En la temporada anterior el sistema KERS permetia utilitzar pics en la potència 
elèctrica  de fins a 60 kW i d’una duració màxima de 6.67 segons. En la nova 
temporada 2014, aquest pic de potència s’ha vist doblat fins als 120 kW i una duració 
de 33.3 segons. Encara que aquesta potència serà utilitzada tan pels motors 
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elèctrics com pel turbo per a tal d’evitar-ne el temps de resposta (Turbo Lag). 
Sinó s’hagués imposat aquest nou sistema de frens, seria impossible carregar-ne les 
bateries, aprofitar al màxim els nous propulsors i també comportaria un repartiment de 
frenada descompensat. 
4.4. Importància d’un comportament neutre 
En el pas per corba el fet de situar-se en un comportament neutre respecte el d’un vehicle 
subvirador, cas de quasi tots els formules, és el fet de poder treballar el pneumàtic d’una 
manera més òptima. Aquest fet es degut a que una disminució del efecte subvirador es veu 
reflectida en una disminució de l’angle de deriva del vehicle, i per tant també dels 
pneumàtics. Per tant en un cotxe subvirador per a realitzar una corba a la mateixa velocitat, 
necessitaria una major angle de deriva dels pneumàtics. El que extrapolant el seu 
comportament a l’extrem, aquest patinarà abans al haver assolit el seu angle de deriva 
màxim a una menor velocitat. 
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5. Descripció dels paràmetres generals d’un 
vehicle segons ISO 8855 
En aquest projecte s’utilitzaran els paràmetres i vocabulari establerts segons la ISO 8855, 
aquests fan referència a la dinàmica del vehicle. 
5.1. Sistema de Referència 
2.1 Xassís de referència: Conjunt geomètric en els que tots els punts romanen fixats 
respecte tots els altres en qualsevol moment. 
2.2 Cos inercial de referència: El cos de referència s’assumeix que té zero acceleració lineal 
i angular i zero velocitat angular. En física Newtoniana, la terra és considerada una 
referència inercial. 
2.3 Eixos del sistema: Un conjunt de tres direccions ortogonals associades als eixos X, Y i Z. 
S’assumeix un sistema d’eixos fet amb la mà dreta, on    ⃗   ⃗    ⃗⃗. 
2.4 Sistema de coordenades: Un trio de valors (x,y,z) han de definir un únic punt de 
referència en el xassís. Un sistema de coordenades consisteix en els eixos del sistema més 
un punt d’origen. 
2.5 Pla de terra: Un pla horitzontal en la referència inercial, i normal al vector gravitacional. 
2.6 Superfície de rodada: La superfície plana, corbada, ondulada o d’altre forma, que 
suporta el pneumàtic i dóna fricció necessària per generar forces en el pla de rodada. 
2.7 Pla de rodada: Un pla que representa la superfície de rodada incloent el contacte amb el 
pneumàtic.  
2.7.2 Angle del pla de caiguda: L’angle format per la projecció normal del eix YT en el pla de 
terra i l’eix YT. 
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Fig. 5.1 Sistema de Referència 
5.2. Geometria i massa del vehicle 
4.1.2 Pla de la roda: Un pla normal al eix de gir de la roda, el qual està localitzat entremig de 
les dos brides de la llanta. 
4.2 Llum entre eixos (l): Distància entre els centres de contacte dels pneumàtics del mateix 
costat del vehicle, mesurat en l’eix paral·lel al eix X, amb el vehicle en repòs en una 
superfície horitzontal i sense angle de volant. 
 
Fig. 5.2 Llum entre eixos 
4.4 Via (b): La distància entre els centres de contacte dels pneumàtics en un mateix eix, 
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mesurat en l’eix paral·lel al eix Y, amb el vehicle en repòs en una superfície horitzontal i 
sense angle de volant. 
 
Fig. 5.3 Via 
4.11 Massa no suspesa: Tota la massa que no és suportada per les suspensions, però que 
es suportada directament pels pneumàtics. 
4.12 Massa suspesa: Tota la massa que és suportada per les suspensions; la massa total 
del vehicle menys la massa no suspesa. 
5.3. Variables en moviment 
5.2.1 Angle de Guinyada (ψ): Angle entre l’eix X amb referència al cotxe i l’eix X fix respecte 
l’eix Z fix. 
5.2.2 Angle de Capcineig (θ): Angle entre l’eix X estàtic al vehicle i el nou eix X respecte l’eix 
Y. 
5.2.3 Angle de Balanceig (ϕ): Angle entre l’eix Y estàtic al vehicle i el nou eix Y respecte l’eix 
X. 
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Fig. 5.4 Angles de moviment 
5.2.9 Angle de deriva del Vehicle (β): Angle format per l’eix X i la projecció del vector de 
velocitat del vehicle en pla de terra respecte l’eix Z. 
5.2.11 Angle de deriva del pneumàtic (αd ,αp): Angle entre l’eix X i la projecció de la 
trajectòria del pneumàtic en el pla X-Y. 
 
Fig. 5.5 Angles de deriva 
5.4. Geometria de suspensions i direcció 
7.1.6 Angle de Convergència (λ): Angle entre l’eix X i el pla de la roda respecte l’eix Z. És 
positiu si la part frontal està desplaçada cap a l’interior i negatiu si aquesta està enfocada 
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cap a l’exterior. 
 
Fig. 5.6 Angle de convergència 
7.1.17 Angle de Caiguda (ε): Angle entre l’eix Z i el pla de la roda respecte l’eix X. És 
considerat positiu quan la part superior tendeix cap a fora i negatiu quan tendeix cap endins. 
 
Fig. 5.7 Angle de caiguda 
7.2.3 Braç d’avanç (castor offset) (u): Distància en la direcció X del pla Y-Z al punt on l’eix de 
direcció interseca amb el pla X-Y. 
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Fig. 5.8 Braç d’avanç 
8.1.11 Roll steer: Canvi d’angle de direcció d’una roda degut a un desplaçament de la 
suspensió. 
8.1.17 Centre de balanceig: Punt en el pla vertical transversal als centres de les rodes d’un 
eix mitjançant el qual les forces laterals són aplicades a la massa suspesa sense produir 
balanceig a les suspensions. 
8.1.18 Altura del centre de balanceig: Altura del centre de balanceig per sobre de la línia que 
connecta els centres de contacte dels pneumàtics d’un eix. 
5.5. Pneumàtics 
10.2.13 Moment d’auto alineament (MZT): Component del moment produït pel total de la 
força lateral exercida sobre el pneumàtic per la carretera, respecte l’eix Z. 
 
Fig. 5.9 Reacció de forces en el pneumàtic 
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10.3.15 Rigidesa transversal del pneumàtic: La primera derivada negativa de la força lateral 
del pneumàtic respecte l’angle de deriva. 
5.6. Subviratge i Sobreviratge 
Subviratge: Es diu que un vehicle està subvirant en un estat estable quan l’angle necessari 
per a dur a terme el gir augmenta a mesura que augmenta l’acceleració lateral. 
Sobreviratge: Es diu que un vehicle està sobrevirant en un estat estable quan l’angle 
necessari per a dur a terme el gir disminueix a mesura que augmenta l’acceleració lateral. 
 
 
Fig. 5.10 Subviratge i Sobreviratge 
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6. Paràmetres del CAT07e 
Alguns d’aquests valors poden no ser totalment exactes degut a que una gran part són 
extrets teòricament o de simulacions, però es poden considerar que són de gran precisió. 
6.1. Pesos i dimensions 
Massa amb pilot (M) 328 kg 
Via davantera  1,125 m 
Via posterior (b) 1,09 m 
Llum entre eixos (L) 1,53 m 
Repartiment pesos (davant/darrera %)  44,4/55,6 
Distància CdG-davant (l1) 0,8415 m 
Distància CdG-darrere (l2) 0,6885 m 
Altura CdG (h) 0,28 m 
Massa suspesa (Ms) 288,4 Kg 
Massa no suspesa davant (Mnsd) 19,5 Kg 
Massa no suspesa posterior (Mnsp) 20,1 Kg 
Altura Mnsd (hmnsd) 0,25 m 
Altura Mnsp (hmnsp) 0,25 m 
Taula 6.1 Pesos i dimensions del CAT07e 
6.2. Pneumàtics 
6.2.1. Rigidesa transversal 
Mitjançant un model de Pacejka s’han obtingut valors per a cada variació de 100N de 
càrrega normal fins a un valor de 2000N, valor al que no s’arribarà. Aquestes dades s’han 
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calculat amb els paràmetres de suspensió en estàtic i ordre de marxa. 
 
Fig. 6.1 Rigidesa transversal dels pneumàtics 
6.2.2. Força Longitudinal 
La força longitudinal màxima que pot permetre un pneumàtic depèn principalment del seu 
angle de deriva i de la seva carrega normal. D’aquesta manera doncs s’ha extret una altre 
taula en la que representa la força màxima que pot fer aquest pneumàtic depenent dels 
paràmetres ja nombrats.  
A continuació es mostra una gràfica en tres dimensions que mostra el seu efecte: 
 
Fig. 6.2 Força longitudinal màxima 
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6.3. Suspensions 
6.3.1. Roll steer 
Mitjançant el programa Adams i amb la geometria de suspensions introduïda, s’ha pogut 
trobar com afecta el balanceig a la convergència de cada roda (Roll steer). 
 
Fig. 6.3 Roll steer 
Com és pot comprovar les pendents són idèntiques per a les rodes d’un mateix eix amb la 
única diferència del seu signe, així doncs es compleix la simetria de la seva geometria. Per 
tant es pot extreure la constant de ºConvergència/ºBalanceig per a les rodes davanteres i 
posteriors. 
 
ºConvergència/ºBalanceig Rodes davanteres (εd) 0.2827 º/º 
ºConvergència/ºBalanceig Rodes posteriors (εp) 0.02845 º/º 
Taula 6.2 Paràmetres de Roll steer del CAT07e 
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6.3.2. Geometria i dinàmica de suspensions 
ºBalanceig/g’s acceleració (
  
   
) 0,921 º/g 
Altura centre de Balanceig davanter (hd) 0,063 m 
Altura centre de Balanceig posterior (hp) 0,081 m 
Rigidesa a Balanceig davanter (     297,97 N·m/ º 
Rigidesa a Balanceig posterior (     349.64 N·m/ º 
Taula 6.3 Paràmetres de suspensió del CAT07e 
6.4. Direcció 
Pneumatic trail (ρ) 0,025 m 
Percentatge d’Aquerman en estàtic  70 % 
Taula 6.4 Paràmetres de direcció del CAT07e 
6.5. Aerodinàmica 
SCL 3.4 
%Davant/%Darrere 40/60 
Taula 6.5 Paràmetres aerodinàmics del CAT07e 
6.6. Frenada dels motors 
Per tal de tenir un gran control en la frenada sense afegir més components, la utilització dels 
motors serien la millor opció. Aquests però no són limitadors en la frenada, el que limita la 
seva utilització com a generadors són les bateries, les quals tenen un corrent de càrrega 
molt inferior al de descàrrega. 
Mitjançant les següents dades es valorarà fins a quin punt poden ser utilitzats aquests: 
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Voltatge Bateries (VBat) 525 V 
Corrent màxim de càrrega de les Bateries (Ic) 25,4 A 
Corrent màxim descàrrega de les Bateries (Id) 190 A 
Potència màxima Inversors           80 kW 
Rendiment Motors      0,96 
Rendiment Inversors      0.97 
Rendiment Transmissió      0,99 
Relació Transmissió (i) 4.5 
Radi de la Roda (R) 0.25m 
Taula 6.6 Paràmetres del tren de potència del CAT07e 
La potència màxima acceptada per a les bateries és: 
                (Eq.6.6.1) 
Aquesta potència portada a la frenada és: 
     
       
        
  (Eq.6.6.2) 
Sabent que la potència de frenada també ve donada per: 
                              (Eq.6.6.3) 
Aïllant la força de frenada i posant-la en funció de la velocitat lineal tenim: 
     
       
        
 
 
 
  (Eq.6.6.4) 
La següent gràfica mostra aquesta mateixa equació, està representada a partir de una 
velocitat de 3 m/s per tal de poder observar millor la força a alta velocitat, ja que a velocitats 
poperes a zero la força tendeix al infinit: 
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Fig. 6.4 Força de frenada 
La potència màxima de fre que pot realitzar el tren de potència és de 14,5 kW, una potència 
molt menor a la limitada pels sistemes que el formen. 
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7. Model de Bicicleta 
Per tal de simplificar el model del vehicle, s’utilitzarà el model de bicicleta amb l’afegit 
d’algunes correccions. S’utilitzarà aquest model partint de les hipòtesis següents: 
 Radi de corba gran en relació a l’ample de vies, angles petits, les petites diferències 
en els angles de gir de les rodes interiors i exteriors es poden negligir. 
 Petit angle de balanceig. 
 Percentatge d’Ackerman elevat. 
 No s’inclou la transferència de masses longitudinal degut a que l’estudi es limita en 
l’estat estacionari en corba. 
7.1. Model simple 
 
Fig. 7.1 Model de bicicleta 
Càlcul d’angles de deriva: 
Fent el sumatori de forces:  ∑          
  
 
 (Eq. 7.1.1)  
El sumatori de moments en el centre de gravetat:   
∑                   (Eq. 7.1.2) 
Combinant els dos sumatoris obtenim: 
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  (Eq. 7.1.3)  ;       
  
 
 
  
 
  (Eq. 7.1.4) 
Sabent que la força rebuda pel pneumàtic és:              (Eq. 7.1.5)  
Podem deduir els angles de deriva de davant i darrere: 
     
  
     
 
  
 
   (Eq. 7.1.6)  ;        
  
     
 
  
 
 (Eq. 7.1.7) 
Substituint les carregues normals per:   
  
 
 
    
 
  (Eq. 7.1.8)  ;  
  
 
 
    
 
 (Eq. 7.1.9) 
Les equacions queden:   
   
  
   
 
  
   
   (Eq. 7.1.10)  ;      
  
   
 
  
   
 (Eq. 7.1.11) 
Càlcul de Radi i d’angle de gir de les rodes: 
 
Fig. 7.2 Angles model de la bicicleta 
On :   
 
 
     (Eq. 7.1.12) ;           (Eq. 7.1.13) ; 
    (
 
 
   )    
 
 
       (Eq. 7.1.14) 
Utilitzant el teorema de sinus pels dos petits triangles s’obté: 
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√  
    
   
 
 
 
  
     
  (Eq. 7.1.15) ;  
√  
    
   
 
 
 
  
     
  (Eq. 7.1.16) 
Suposant angles petits i un radi superior a les distàncies a i b, l’equació queda simplificada 
a:     
  
 
  (Eq. 7.1.17) ;    
  
 
  (Eq. 7.1.18) 
Substituint a l’equació anterior tenim que:    
     
 
 
 
 
 (Eq. 7.1.19) 
Per finalitzar es relacionen tots els angles sumant-los tots saben que han de donar   
radiants: 
        
 
 
    
 
 
      
 
 
 (Eq. 7.1.20) 
  
 
 
       (Eq. 7.1.21) 
Si substituïm els angles de deriva trobats anteriorment: 
  
 
 
 (
  
   
 
  
   
)  
  
   
 (Eq. 7.1.22) 
7.2. Parell d’auto alineament 
Les forces laterals en el pneumàtic no estan centrades en el seu eix, sinó que estan 
desplaçades una distància anomenada ‘pneumatic trail’ al seu darrera. Aquesta distància té 
un paper important en el subviratge, i per tant s’afegirà un factor corrector. A continuació es 
pot veure gràficament aquesta distància: 
 
Fig. 7.3 Parell d’auto alineament 
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Per a trobar aquest factor es durà a terme el mateix càlcul que en el model simple, però amb 
la diferència de que quan s’utilitzi el Teorema del Moment Cinètic les distancies en les que 
s’apliquen els moments variaran. 
Partint de les mateixes formules que anteriorment però amb la diferència ja mencionada: 
Càlcul d’angles de deriva: 
Fem el sumatori de forces:  ∑          
  
 
 (Eq. 7.1.1)  
El sumatori de moments en el centre de gravetat:   
∑                          (Eq. 7.2.1) 
Combinant els dos sumatoris obtenim: 
     
      
 
 
  
 
  (Eq. 7.2.2) ;       
      
 
 
  
 
 (Eq. 7.2.3) 
Sabent que la força lateral pel pneumàtic és:             (Eq. 7.2.4) 
Podem deduir els angles de deriva de davant i darrere: 
     
      
     
 
  
 
  (Eq. 7.2.5) ;        
      
     
 
  
 
 (Eq. 7.2.6) 
Substituint les carregues normals amb les equacions:  Eq. 7.1.8 i Eq. 7.1.9:  
Les equacions queden:  
   (
  
   
 
     
     
)  
  
   
         (Eq. 7.2.7)        ;        (
  
   
 
     
     
)  
  
   
  (Eq. 7.2.8) 
Anomenem la suma de les carregues de les normals:  
             (Eq. 7.2.9) 
Utilitzant la mateixa equació d’angles que en el model simple, ja que no es veu afectada pel 
punt d’aplicació de les forces, trobem: 
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 (Eq. 7.2.10) 
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 (Eq. 7.2.11) 
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 (Eq. 7.2.12) 
Així doncs podem definir el seu factor corrector com a: 
    
   
 
 (
       
       
)  (Eq. 7.2.13) 
Per a aquest i per a la resta de factors suposarem: 
  
 
 
 (
  
   
 
  
   
  )  
  
   
  (Eq. 7.2.14) 
On K serà el sumatori dels factors correctors:     ∑     (Eq. 7.2.15) 
En el següent gràfic es pot apreciar la influència d’aquest factor en el comportament en 
corba: 
 
Fig. 7.4 Influència del factor d’estabilitat k 
Si el valor de la K es positiu, el vehicle es subvirador i si és negatiu serà sobrevirador. 
7.3. Roll steer 
Sabent que l’angle de balanceig afecte l’angle de direcció de les 4 rodes, i que l’angle de 
balanceig és una conseqüència directe de l’acceleració centrípeta, s’afegirà aquest factor 
corrector depenent d’aquesta mateixa. 
Aquests angles influencien directament al angle de gir, d’aquesta manera l’equació 
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Eq.7.1.21 queda: 
          
 
 
        (Eq. 7.3.1) 
On:         
  
   
    (Eq. 7.3.2) ;        
  
   
    (Eq. 7.3.3) 
Posant l’acceleració en g’s laterals:     
  
   
 (Eq. 7.3.4) 
Aïllem per a tal de poder-los afegir com a un factor k: 
  
 
 
       (     )  
  
   
     (Eq. 7.3.5) 
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 (     )  
  
   
)  
  
   
 (Eq. 7.3.6) 
Per tant el factor K del Roll-Steer queda: 
    (     )  
  
   
  (Eq. 7.3.7) 
7.4. Transferència de masses 
Per a calcular-la buscarem les equacions que la determinen per un eix en genèric i després 
substituint per a diferents valors, es podrà determinar la transferència per a cada eix. 
A partir del diagrama de forces i moments següent es trauran les equacions: 
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Fig. 7.5 Diagrama de forces i moments en la transferència de masses transversal 
Coneixent que el repartiment de forces entre eixos ve donat per a les rigideses a balanceig 
d’aquests dos: 
  
      
 
   
       
  (Eq.7.4.1)      ;    
  
      
 
   
       
  (Eq.7.4.2) 
On Fyms representa la forces centrípetes de les masses suspeses en l’eix, i Fymns la de les 
masses no suspeses: 
        
  
 
 
     
       
     (Eq.7.4.3) 
             
  
 
  (Eq.7.4.4) 
Les forces de les suspensions que estan determinades pel balanceig es representen com a 
Mb, el seu parell resistent: 
             (Eq.7.4.5) 
Si es fa el sumatori de moments sobre el sistema eix en el punt vermell, sabent que les 
forces laterals de les masses suspeses són transferides a aquest en el centre de balanceig, 
s’obté: 
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∑            
 
 
                          (Eq.7.4.6) 
Substituint l’equació que implica la transferència de carrega següent: 
                  (Eq.7.4.7) 
S’obté: 
       
 
 
 (                           ) (Eq.7.4.8) 
Aquest efecte no s’incorporarà com a un factor corrector en l’equació, sinó que directament 
es calcularà la rigidesa de cada un dels pneumàtics en funció de la seva carrega. D’aquesta 
manera la correcció no serà només de la equació, sinó que també afinarà la constant 
d’estabilitat K. La rigidesa de cada eix serà la suma dels seus propis dos pneumàtics, ja que 
al aplicar el model de la bicicleta es té nomes un angle de deriva per eix. 
7.4.1. Forces Aerodinàmiques 
Donat el coeficient de sustentació i el repartiment entre eixos, es troba la seva força per a 
cada eix, la qual es reparteix per igual en les dos rodes d’aquest: 
    
 
 
         
  
   
   
  (Eq.7.4.9) 
    
 
 
         
  
   
   
  (Eq.7.4.10) 
 
7.5. Aplicació d’un fre en la roda interior posterior 
Aquest és el factor en el qual es basa el treball, la intenció és controlar la resta de factors 
modificant la força aplicada en aquesta roda. 
Per a calcular el seu factor utilitzarem un mixt entre el model d’un vehicle de 4 rodes i no el 
model simplificat de bicicleta, tot i que s’hi acabarà aplicant. 
Fent el diagrama de forces i moments: 
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Fig. 7.6 Diagrama de forces i moments aplicant un fre en la roda interior posterior 
Fem el sumatori de forces:  ∑          
  
 
     (Eq. 7.1.1) 
El sumatori de moments en el centre de gravetat:  
∑                     
 
 
 (Eq. 7.5.1) 
Aïllant els angles de deriva:  
      
          
 
 
  
  (Eq. 7.5.2) ;    
          
 
 
     
 (Eq. 7.5.3) 
   
     
  
 
     
 
 
 
     
 (Eq. 7.5.4) ;    
     
  
 
     
 
 
 
     
 (Eq. 7.5.5) 
Substituint les carregues normals amb les equacions:  Eq. 7.1.8 i Eq. 7.1.9: 
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 (Eq. 7.5.6) 
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)  
 
   
  (Eq. 7.5.7) 
Substituint les variables anteriors en l’equació Eq. 7.1.21 i suposant la influència dels factors 
correctors, tenim: 
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) (Eq. 7.5.8) 
La seva influència no es tractarà com la resta dels factors correctors, ja que aquest 
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incorpora el paràmetre de control del sistema        
La seva funció serà mantenir la relació constant entre angle girat i radi de gir, deixant 
d’aquesta forma un comportament neutre del vehicle i impossibilitant el subviratge. 
Si afegim la influència d’aquesta força i la del moment d’auto alineament, les equacions dels 
angles de deriva queden: 
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  (Eq. 7.5.9) 
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  (Eq. 7.5.10) 
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8. Resultats 
8.1. Comportament del vehicle 
Les probes d’aquest sistema s’han realitzat en una de les proves de la competició, el 
Skidpad. Aquesta prova consisteix en la realització de dos corbes de esquerres i 
seguidament de dos més de dretes, la puntuació depèn de la mitja dels temps de les 
segones voltes de cada sentit. El recorregut està marcat per dos línies de cons, la interior 
amb un radi de 7,625 m i l’exterior d’un radi 10.625. Aquestes corbes són un clar exemple de 
la majoria de revolts que es troben en els circuits d’aquesta competició. 
 
Fig. 8.1 Skidpad 
Per a introduir aquesta proba en el programa s’ha introduït un radi fixat de 9.125m, 
la mitja dels dos radis, ja que al usar-se el model de la bicicleta aquesta fa el 
recorregut del centre de gravetat. 
A continuació es compararan els resultats amb i sense la utilització d’aquest 
programa. Per tal de comparar-se s’utilitzaran les variables d’angle de gir i de deriva 
respecte la velocitat.  
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Angle de gir: 
 
Fig. 8.2 Angle de gir depenent de la velocitat 
 
Angles de deriva: 
 
Fig. 8.3 Angle de deriva davanter depenent de la velocitat 
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Fig. 8.4 Angle de deriva posterior depenent de la velocitat 
 
Fig. 8.5 Angle de deriva del vehicle depenent de la velocitat 
 
En els gràfics anteriors es mostra l’efecte del fre en el comportament del vehicle. La 
major diferència es pot apreciar en el primer dels gràfics (Fig. 8.5), en aquest es veu 
un comportament més neutre del vehicle fins quasi la seva velocitat màxima. Això és 
degut a que al agafar aquestes velocitats tan elevades, la transferència de masses 
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és tan elevada que la roda interior no te suficient càrrega com per compensar el 
subviratge. Aquest és el motiu pel qual veiem una tendència a augmentar el 
subviratge a partir de una velocitat d’uns 13 m/s. 
En els angles de deriva succeeix el ja explicat en el punt 4.4, veiem una disminució 
en l’angle de deriva davanter i del vehicle, el que comporta com a conseqüència 
però un augment de l’angle de deriva posterior. 
Es pot veure però que els canvis no són molt significatius, aquest fet es deu a que el 
cotxe tendeix abans a bolcar que a perdre l’estabilitat. Això és degut a la utilització 
d’uns pneumàtics sobredimensionats per a l’ús en aquesta competició. De fet en 
l’actualitat tots els equips punters equipen un conjunt roda de menors dimensions.  
8.2. Utilització del motor com a fre 
La possibilitat de poder utilitzar el mateix motor com a fre controlat electrònicament és la 
solució més òptima si aquest té potència suficient com per a poder donar el parell sol·licitat 
pel programa. Anteriorment en l’apartat 6.6 s’ha calculat la potència màxima que aquests 
poden oferir. A continuació es mostrarà el mateix gràfic però incloent la força demanada per 
al controlador: 
 
Fig. 8.6 Forces de frenada 
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En aquesta gràfica es pot veure com el motor dona la potència necessària per a ser 
utilitzat com a fre pel control en tots els rangs de velocitat. 
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9. Anàlisi d’impacte ambiental 
L’augment del respecte cap al medi ambient per part de la societat ha fet créixer la 
necessitat de crear productes i trobar solucions que malmetin el mínim possible el 
medi ambient. Per aquest motiu s’ha creat una legislació que regula els nivells 
mínims a complir.  
La interacció d’un programa amb el medi ambient és petita ja que aquest no deixa 
de ser una eina virtual.  
En el cas que s’utilitzés aquest programa, imposaria una petita càrrega de les 
bateries gràcies a la utilització dels motors com a generadors. Aquest fet ajudaria a 
reduir el consum d’electricitat en el moment de càrrega. La seva utilització també 
ajudaria a reduir el consum de goma dels pneumàtics, ja que les forces és 
distribuirien més uniformement entre tots ells i no tindrien de treballar en situacions 
tan extremes. 
El simular la seva utilització i no aplicar-ho directament al cotxe, també redueix les 
hores de probes en aquest, el qual comportaria un consum energètic i dels 
components fungibles del monoplaça. 
Aquesta és tota la influència que afectaria al medi ambient, ja que tots els altres 
components ja es troben en l’actualitat en el vehicle. 
Simulació de la distribució variable de parell entre rodes en un vehicle de tracció posterior Pàg. 47 
 
10. Costos del projecte 
En cost del desenvolupament de l’aplicació i la realització del projecte s’han considerat les  
hores dedicades i el cost del software base. El cost total es pot observar a la taula 10.1.  
Per a calcular el cost s’ha considerat l’adquisició del software amb el qual s’ha realitzat el 
programa. 
El cost del maquinari utilitzat és de 900 €, es considera que s’ha d’amortitzar amb una 
utilització de 8 hores diàries durant 240 dies l’any i 4 anys, i per tant s’atribueix a la 
realització del projecte 300/(8·240·4) del seu preu total. 
Les hores dedicades en el projecte s’extreuen del número de crèdits donats al Treball de 
final de grau i a les hores associades als crèdits ECTS. 
 
Descripció Quantitat  Valor unitari (€) Total (€) 
Hores d’enginyer 12*25=300 20 6000 
Llicència del software Simulink 1 3000 3000 
Material informàtic 0,04 900 35 
Impressió projecte 1 38 38 
Copies en CDs 4 2 8 
Total   9081 
Taula 10.1 Costos del projecte 
 
L’objectiu d’aquest projecte no és la seva comercialització, limitant la anàlisis de 
costs a la seva realització i deixant de banda l’estudi de la venta d’aquests, fet que 
implica excloure del càlcul de costs tant els beneficis com els impostos. 
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Conclusions 
La utilització d’un fre diferencial en l’actual vehicle de l’ETSEIB Motorsport no mostra grans 
millores en el seu comportament com s’ha pogut comprovar en l’apartat (8) de resultats. 
Els factors que han portat a aquestes conclusions són el fet de que el cotxe té un 
comportament molt estable en corba a velocitat constant, això es una conseqüència dels 
paràmetres que formen aquest monoplaça. Principalment el factor que més condiciona 
aquesta gran adherència són els pneumàtics, els quals treballen en unes sol·licitacions de 
força inferiors per a les quals ha estat dissenyat el pneumàtic. Aquest fet dona molta tracció, 
fins i tot massa, el que comporta que la utilització d’uns pneumàtics de dimensions més 
reduïdes poden donar les forces necessàries i ajudar amb una reducció important de pesos, 
inèrcia rodant i masses no suspeses. Cada vegada més equips opten per a aquesta opció, 
en l’actualitat tots els millors equips els incorporen, la raó de no utilitzar-los en l’ETSEIB 
Motorsport és la falta de recursos que comporta fer un canvi tant gran com aquest. 
L’aplicació d’aquest sistemes en els Formula 1 no es limitava en el pas en corba, sinó que 
també actuava en la sortida d’aquesta. Això els permetia augmentar la força d’acceleració al 
poder treballar els pneumàtics al seu límit sense quasi tenir pèrdues degut a la transferència 
de masses. Està clar que tenien les pèrdues degudes a la disminució de coeficient de frec 
per aquest augment de càrrega en les rodes exteriors. Però podien donar el màxim de parell 
a la roda exterior sense està condicionada per la interior, ja sigui fent lliscar la interior per 
igualar la exterior o limitar-se a donar el mateix parell a l’exterior que a la interior.  
Aquesta millora que es donava en els monoplaces de Formula 1 no són necessàries en 
l’actual vehicle de l’ETSEIB Motorsport pel simple fet que aquest incorpora dos motors 
elèctrics, un per a cada roda posterior. El que li permet donar directament el parell òptim a 
cada roda depenent de la situació del vehicle, en els antics Formula 1 però això no és podia 
fer ja que utilitzaven només un motor de combustió per a les dos rodes.  
Una altre aplicació per la qual utilitzaven aquests sistemes en la Formula 1 era la possibilitat 
de corregir la trajectòria en l’entrada en corba si el cotxe tendia a subvirar. Aquesta però al 
ser controlada directament pel pilot, ell mateix era l’encarregat de sol·licitar la força 
necessària per a corregir la trajectòria si estava dintre d’uns límits. La possibilitat d’aplicar 
aquesta utilitat en un sistema electrònic és molt complexa, ja que depenent de la resposta 
de cada pilot al sistema, aquest podria aportar més pèrdues que beneficis. 
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Agraïments 
La realització d’aquest projecte no hauria estat viable si no fos pel fet de tenir un equip de 
Formula Student a l’ETSEIB, així doncs dono gràcies a la direcció de la universitat que ha 
donat continuació a aquest projecte el qual ja porta més de 6 anys entre nosaltres. Aquesta 
oportunitat no només m’ha permès la realització d’aquest treball sinó que també m’ha 
aportat molts coneixements tan l’àmbit de l’automoció com en el treball en equip. 
Voldria agrair especialment la col·laboració del Lluís Roger, tan en l’ajuda rebuda en el 
treball com en la seva implicació en el projecte del ETSEIB Motorsport. En començar el 
projecte, els conceptes adquirits en l’automoció és limitaven a l’estància d’un any en l’equip, 
però pel que feia a dinàmica del vehicle i de càlculs vaig començar quasi de zero. Ell em va 
saber guiar i solucionar-me tots els dubtes d’aquest àmbit. 
També voldria agrair l’ajuda rebuda pel professor Àlex Preses per la seva ajuda en els 
esquemàtics hidràulics. 
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